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预备知识

• 多元微分

–链式法则

–梯度（随机梯度下降 not only for neural networks）

• 线性代数

–矩阵向量运算（高维变量运算）

• 概率统计

–均方差（误差评估，拟合数据not only for neural networks ）



例子

• 神经网络模拟加法器

–最简单的网络结构

• 感知机（Perceptrons），用于判断真假

• output = {
0 if σ𝑗 𝑤𝑗𝑥𝑗 ≤ threshold

1 if σ𝑗 𝑤𝑗𝑥𝑗 > threshold



• output = {
0 if 𝑤 ⋅ 𝑥 + 𝑏 ≤ 0
1 if 𝑤 ⋅ 𝑥 + 𝑏 > 0

𝑤 ⋅ 𝑥 ≡ σ𝑗 𝑤𝑗𝑥𝑗

• NAND与非门！！！

神经网络模拟加法器

0 1

0 (−2) ∗ 0 + (−2) ∗ 0 + 3 = 3
1

(−2) ∗ 0 + (−2) ∗ 1 + 3 = 1
1

1 (−2) ∗ 1 + (−2) ∗ 0 + 3 = 1
1

(−2) ∗ 1 + (−2) ∗ 1 + 3 = −1
0



神经网络模拟加法器

• Awesome！！！



启发

• 神经网络是否可以模拟任意的模型？

–理论上是可以的！



• 所有的识别感知问题都可以使用神经网络来训练！！！

• 图像处理专家，语音识别专家，自然语言处理专家，人工
智能专家，机器视觉专家……..

• All in one method

• Deep learning

启发



神经网络模型

• 预热

–高中的线性回归

• 假设我们有很多二维空间的样本点 𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 ，我们预判这些样本点满足一
次线性方程即y = 𝑎 ∗ 𝑥 + 𝑏.

• 如何计算a和b。经典的是最小二乘法，即计算min C = σ𝑖 𝑎𝑥𝑖 + 𝑏 − 𝑦𝑖
2.

• 计算方法分别对a和b求偏导数，令其值为0。我们可以直接解出a和b是关
于𝑥𝑖 , 𝑦𝑖式子。

–随机梯度下降

• 计算a b的另一种方法实际上是无限逼近，就是先给a和b设定任意值，然

后根据公式 𝑎՜
∆
𝑎 − 𝜂

𝜕𝐶

𝜕𝑎
和 𝑏՜

∆
𝑏 − 𝜂

𝜕𝐶

𝜕𝑏
反复使用样本 𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 更新a 和 b，

直到拟合到我们想要的结果！



神经网络模型

• 随机梯度下降

• 为什么要使用 𝜂
𝜕𝐶

𝜕𝑎
和 𝜂

𝜕𝐶

𝜕𝑏
来更新a和b呢？假设a和b分别代表 𝑣1 和 𝑣2 . 

𝜕𝐶

𝜕𝑎
,
𝜕𝐶

𝜕𝑏
是C的梯度，我们知道二元函数C沿着梯度方向反方向是下降最

快的，因此使用梯度来更新！ 𝜂是一个学习步长，为常数！



神经网络模型

• 二维空间到高维空间
• 如果我们的样本数据变成了高维有序对即 𝛼, 𝛽 ，𝛼, 𝛽分别是向量。

• 最小二乘法还能用吗?如何计算系数？

• 二层到多层
• 如果我们的输出再作为下一层的输入继续计算，如何构建我们的模型？



神经网络模型

• 模型架构

–我们把所有问题简单归结为映射，给定输入数据input，我们的网
络结构直接计算，输出预测结果output.

–但是我们的网络结构初始状态是不成熟的，他需要学习！

–典型的三层神经网络结构



神经网络模型

• Sigmoid函数
–回顾前面我们的感知器output = {

0 if σ𝑗 𝑤𝑗𝑥𝑗 ≤ threshold

1 if σ𝑗 𝑤𝑗𝑥𝑗 > threshold
，他对于输出结构就只

有两种可能，即只有两类。神经网络需要更多的输出类别，并且
对细微的改变也能做出输出上的细调整。

–为了让神经网络能够对细微的差别做出细微的改变，我们引入一
个重要的函数输出函数Sigmoid. Sigmoid函数具备很多有趣的数学
特性！

• 𝜎(𝑧) ≡
1

1+𝑒−𝑧
.

• 𝑧 = 𝑤 ⋅ 𝑥 + 𝑏

• a = 𝜎(𝑧) a为每一层每一个单元的输出激活

•
𝜕𝑎

𝜕z
= 𝜎′(z) = σ(z) 1 − σ(z) = 𝑎 1 − 𝑎 .



神经网络模型

• 模型公式

–标量公式 𝑎𝑗
𝑙 = 𝜎(σ𝑘 𝑤𝑗𝑘

𝑙 𝑎𝑘
𝑙−1 + 𝑏𝑗

𝑙), 𝑧𝑗
𝑙 = σ𝑘 𝑤𝑗𝑘

𝑙 𝑎𝑘
𝑙−1 + 𝑏𝑗

𝑙

• 激活输出层的神经元 𝑎𝑗
𝑙 与前一层的所有神经元 𝑎𝑘

𝑙−1相关

–向量公式 𝑎𝑙 = 𝜎(𝑤𝑙𝑎𝑙−1 + 𝑏𝑙). 𝑧𝑙 ≡ 𝑤𝑙𝑎𝑙−1 + 𝑏𝑙



神经网络模型

• 模型评估（这里只讲均方差）

–均方差C，输入为 𝑥, 𝑦

• 向量式 𝐶 =
1

2𝑛
σ𝑥 ‖𝑦(𝑥) − 𝑎𝐿(𝑥)‖2,

• 标量式 𝐶 =
1

2𝑛


𝑥
σ𝑗 (𝑦𝑗

𝑥 − 𝑎𝑗
𝑥,𝐿)2 ,

–训练模型的目的是使均方差最小，均方差C在偏导数全部为0的地
方是最小的。（其实是局部最小，但实践表现很好）

• 也就是说我们需要对所有的权值w和偏差b求偏导数。

• 但是，很不好直接求出来！！多层网络结构有非常多的权值矩阵和偏差
向量。



反向传播算法（BackPropagation）

• 最后一层L和L-1层之间的权值导数（链式法则）

–公式 𝑎𝑗
𝑙 = 𝜎(σ𝑘 𝑤𝑗𝑘

𝑙 𝑎𝑘
𝑙−1 + 𝑏𝑗

𝑙), 𝑧𝑗
𝑙 = σ𝑘 𝑤𝑗𝑘

𝑙 𝑎𝑘
𝑙−1 + 𝑏𝑗

𝑙

•
𝜕C

𝜕𝑤𝑗𝑘
𝐿 =

𝜕C

𝜕𝑎𝑗
𝐿 ∙

𝜕𝑎𝑗
𝐿

𝜕𝑧𝑗
𝐿 ∙

𝜕𝑧𝑗
𝐿

𝜕𝑤𝑗𝑘
𝐿 = 𝑎𝑗

𝐿 − 𝑦𝑗
𝐿 ∙ 𝜎′(𝑧𝑗

𝐿) ∙ 𝑎𝑘
𝐿−1

•
𝜕C

𝜕𝑏𝑗
𝐿 =

𝜕C

𝜕𝑎𝑗
𝐿 ∙

𝜕𝑎𝑗
𝐿

𝜕𝑧𝑗
𝐿 ∙

𝜕𝑧𝑗
𝐿

𝜕𝑏𝑗
𝐿 = 𝑎𝑗

𝐿 − 𝑦𝑗
𝐿 ∙ 𝜎′(𝑧𝑗

𝐿) ∙ 1

–通过对一个样本正向计算一次，即可得到 𝑧𝑗
𝑙 𝑎𝑗

𝑙 ,因此最后一层的

权值导数是直接可求的。

–那么中间层的权值和偏差导数如何求解呢？

• 为了方便，我们先定义 𝛿𝑗
𝑙 =

𝜕C

𝜕𝑧𝑗
𝑙 =

𝜕C

𝜕𝑎𝑗
𝑙 ∙

𝜕𝑎𝑗
𝑙

𝜕𝑧𝑗
𝑙 =

𝜕𝐶

𝜕𝑎𝑗
𝑙 𝜎

′(𝑧𝑗
𝑙)



反向传播算法（BackPropagation）

• 我们暂且把 𝛿𝑗
𝑙 叫每一层每一个神经元的误差项，则

•
𝜕C

𝜕𝑤𝑗𝑘
𝐿 = 𝛿𝑗

𝐿 ∙ 𝑎𝑘
𝐿−1 𝜕C

𝜕𝑏𝑗
𝐿 = 𝛿𝑗

𝐿 𝛿𝑗
𝑙 =

𝜕C

𝜕𝑧𝑗
𝑙 =

𝜕C

𝜕𝑎𝑗
𝑙 ∙

𝜕𝑎𝑗
𝑙

𝜕𝑧𝑗
𝑙 =

𝜕𝐶

𝜕𝑎𝑗
𝑙 𝜎

′(𝑧𝑗
𝑙)

• 我们真的需要计算出中间层的导数吗？要知道中间层的导
数表达出来是一个很复杂的式子。

–递推法（链式法则）

•
𝜕C

𝜕𝑤𝑗𝑘
𝑙 =

𝜕C

𝜕𝑎𝑗
𝑙 ∙

𝜕𝑎𝑗
𝑙

𝜕𝑧𝑗
𝑙 ∙

𝜕𝑧𝑗
𝑙

𝜕𝑤𝑗𝑘
𝑙 = 𝛿𝑗

𝑙 ∙ 𝑎𝑘
𝑙−1 𝜕C

𝜕𝑏𝑗
𝑙 =

𝜕C

𝜕𝑎𝑗
𝑙 ∙

𝜕𝑎𝑗
𝑙

𝜕𝑧𝑗
𝑙 ∙

𝜕𝑧𝑗
𝑙

𝜕𝑏𝑗
𝑙 = 𝛿𝑗

𝑙 ∙ 1

– 𝛿𝑗
𝐿 是直接求出来的，那么 𝛿𝑗

𝑙 是否可以通过 𝛿𝑗
𝐿 递推？



反向传播算法（BackPropagation）

• 递推

• 𝛿𝑗
𝑙 =

𝜕𝐶

𝜕𝑧𝑗
𝑙 = σ𝑘

𝜕𝐶

𝜕𝑧𝑘
𝑙+1

𝜕𝑧𝑘
𝑙+1

𝜕𝑧𝑗
𝑙 = σ𝑘

𝜕𝑧𝑘
𝑙+1

𝜕𝑧𝑗
𝑙 𝛿𝑘

𝑙+1

• 𝑧𝑘
𝑙+1 = σ𝑗 𝑤𝑘𝑗

𝑙+1𝑎𝑗
𝑙 + 𝑏𝑘

𝑙+1 = σ𝑗 𝑤𝑘𝑗
𝑙+1𝜎(𝑧𝑗

𝑙) + 𝑏𝑘
𝑙+1.

•
𝜕𝑧𝑘

𝑙+1

𝜕𝑧𝑗
𝑙 = 𝑤𝑘𝑗

𝑙+1𝜎′(𝑧𝑗
𝑙).

• 𝛿𝑗
𝑙 = σ𝑘 𝑤𝑘𝑗

𝑙+1𝛿𝑘
𝑙+1𝜎′(𝑧𝑗

𝑙).



反向传播算法（BackPropagation）

• 总结向量矩阵形式的公式
• 𝛿𝐿 = 𝛻𝑎𝐶 ⊙ 𝜎′(𝑧𝐿).

• 𝛿𝑙 = ((𝑤𝑙+1)𝑇𝛿𝑙+1) ⊙ 𝜎′(𝑧𝑙),

•
𝜕𝐶

𝜕𝑏𝑗
𝑙 = 𝛿𝑗

𝑙 .

•
𝜕𝐶

𝜕𝑤𝑗𝑘
𝑙 = 𝑎𝑘

𝑙−1𝛿𝑗
𝑙 .

• 为什么要写成向量的形式？
• 因为标量公式涉及大量的角标，例如𝑤𝑗𝑘

𝑙 就有三个角标，显然程序至少

是三重循环，并且对每一个样本x,又是一层循环，再来最后训练多次，

又是一层循环，这样写程序很难维护，角标容易错误。因此采用封装和
抽象的思想，封装好矩阵运算，我们就可以直接减少三重循环。易于代
码的阅读和维护。



反向传播算法（BackPropagation）

• 1.Input x: Set the corresponding activation 𝑎1 for the input layer

• 2.Feedforward: For each l = 2,3,…,L compute 𝑧𝑙 = 𝑤𝑙𝑎𝑙−1 + 𝑏𝑙 and 𝑎𝑙 = 𝜎(𝑧𝑙).

• 3.Output error 𝛿𝐿:Compute the vector 𝛿𝐿 = 𝛻𝑎𝐶 ⊙ 𝜎′(𝑧𝐿).

• 4.Backpropagate the error:For each l = L-1,L-2,…2 compute 
𝛿𝑙 = ((𝑤𝑙+1)𝑇𝛿𝑙+1) ⊙ 𝜎′(𝑧𝑙),

• 5.Output: The gradient of cost function is given by 
𝜕𝐶

𝜕𝑤𝑗𝑘
𝑙 = 𝑎𝑘

𝑙−1𝛿𝑗
𝑙 . and 

𝜕𝐶

𝜕𝑏𝑗
𝑙 = 𝛿𝑗

𝑙 .

• 6.Gradient descent: For each l=L,L-1,…,2 update the weights according to the 

rule 𝑤𝑙 ՜ 𝑤𝑙 −
𝜂

𝑚
σ𝑥 𝛿𝑥,𝑙(𝑎𝑥,𝑙−1)𝑇 and the biases according to the rule 

𝑏𝑙 ՜ 𝑏𝑙 −
𝜂

𝑚
σ𝑥 𝛿𝑥,𝑙



C语言实现版本

• 采用MNIST数据集（手写字符图片）
• MNIST数据集是 28 * 28的灰度图片，60000个训练样例和10000个测试样
例



C语言实现版本



C语言实现版本



C语言实现版本



附录

• 代码网址

– https://github.com/kitianFresh/neural-networks-by-c

• 使用工具

– Valgrind C语言程序内存泄漏检测工具

• 算法

– O(1)空间转置矩阵

– O(n)时间混洗数组

–高斯分布随机数

• 参考

• http://neuralnetworksanddeeplearning.com/

http://valgrind.org/


Thank you


